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Resume. Pour tout n > 3 on obtient la decomposition en facteurs simples de la sous- 
algebre de Lie de l'algebre de groupe du groupe symetrique sur n lettres engendree par les 
transpositions. Cela nous permet de determiner l'enveloppe algebrique du groupe de tresses 
B n et de certains de ses sous-groupes dans les representations de l'algebre de Iwahori-Hecke 
de type A. 

Abstract. For any n > 3 we obtain the decomposition in simple factors of the Lie subalgebra 
of the group algebra of the symmetric group on n letters generated by the transpositions. 
This enables us to determine the algebraic hull of the braid group B n and of several of its 
subgroups inside the representations of the Iwahori-Hecke algebra of type A. 

1 Motivations 

On note B n le groupe de tresses a n brins. Des actions de B n se rencontrent dans 
les domaines les plus varies de la geometrie et de l'algebre. En particulier, quatre types 
de representations (dependant d'un ou deux parametres generiques) sont particulierement 
frequents : 

1. La representation de Burau 

2. Les representations de l'algebre de Temperley-Lieb 

3. Les representations de l'algebre d'lwahori-Hecke de type A 

4. Les representations de l'algebre de Birman-Wenzl-Murakami 

Chacun de ces types de representations est un cas particulier des suivantes. Les representations 
des algebres semi-simples correspondantes, qui induisent des representations du groupe de 
tresses, sont bien connues en tant que representations d'algebres. En revanche, la structure 
d'algebre ne permet pas de comprendre les decompositions en irreductibles des produits ten- 
soriels de ces representations, en tant que representations du groupe de tresses. De meme, elle 
ne permet pas de determiner l'enveloppe algebrique du groupe de tresses dans chacune de ces 
representations. 

Pour decomposer ces produits tensoriels, on a montre dans Ma03a qu'il suffit de savoir 
decomposer en facteurs simples des algebres de Lie « infinitesimales » naturellement associees 
a ces structures. Cette tache a ete accomplie pour la representation de Burau et l'algebre 
de Temperley-Lieb pour tout n, ainsi que pour l'algebre d'lwahori-Hecke pour n < 6. On 
y a de plus montre que l'algebre de Lie correspondant a l'algebre d'lwahori-Hecke admet 
une description particulierement simple, precisement qu'il s'agit de la sous-algebre de Lie de 
l'algebre du groupe du groupe symetrique, considered comme algebre de Lie pour le crochet 
[a, b] = ab — ba, qui est engendree par les transpositions. 
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C'est cette algebre de Lie que nous decomposons ici (theoreme A) pour tout entier n. 
Nous en deduisons (theoreme B) Penveloppe algebrique de l'image du groupe de tresses et 
de plusieurs de ses sous-groupes dans chacune des representations irreductibles de l'algebre 
d'lwahori-Hecke de type A, puis dans l'algebre d'lwahori-Hecke elle-meme (theoreme C). 

La decomposition particulierement simple de cette algebre de Lie permet d'envisager le 
meme travail pour l'algebre de Birman-Wenzl-Murakami, mais egalement pour les algebres de 
Hecke infinitesimales associees aux autres groupes de reflexions, qui ont ete introduites dans 
|Ma03b| . 

Le theoreme A, etablissant la decomposition de l'algebre de Lie des transpositions, est 
enonce en section 2. La section 3 est composee de resultats preliminaries sur les diagrammes de 
Young. Le but des sections 4, 5 et 6 est de demontrer ce theoreme. En section 4 nous plongeons 
cette algebre de Lie dans une algebre de Lie reductive explicitement decomposee. Les sections 
5 et 6 sont consacrees a la demonstration de la surjectivite de ce plongement, ce qui conclut 
la demonstration du theoreme. Les sections suivantes sont consacrees a Papplication de ce 
theoreme aux calculs d'enveloppes algebriques (theoremes B et C). 

2 Resultat principal 

2.1 Notations 

On rappelle qu'une partition A de l'entier n est une suite (A r ) r >i d'entiers naturels presque 
tous nuls, tels que A r > A r +i pour tout r > 1, et dont la somme vaut n. On appellera plus 
generalement partition une suite A = (A r ) r >i d'entiers naturels presque tous nuls, tels que 
A r > A r+ i pour tout r > 1. C'est une partition d'un certain entier n, que Ton appelle la taille 
de la partition et que Ton note |A|. On utilisera la notation classique Ahn pour indiquer que 

A est une partition de n, et la notation [Ai, . . . , A r ] pour designer la partition Ai, . . . , A r , 0, 

Une extension commode de cette notation que nous utiliserons egalement consiste a noter a b 
une juxtaposition de b fois le nombre a. Ainsi, [4, 2 3 ] = [4, 2, 2, 2]. 

Si A h n est une partition de l'entier naturel n, on note A' la partition symetrique de A, 
definie par X' r = max{i > l|Aj > r}, en convenant que max0 = 0. Si A = A', on dit que A est 
une partition symetrique. 

Soit k un corps de caracteristique 0. La theorie classique des representations du groupe 
symetrique & n (cf. par exemple [FH91J associe a toute partition A de n un kS n -module 
simple (de dimension finie sur k), bien determine a isomorphisme pres. Par exemple, a la 
partition [n] de n correspond le kS„-module trivial de dimension 1. Plus generalement, pour 
tout < r < n, les partitions de la forme [n — r, V], appelees des equerres, correspondent a 
des representations particulieres de 6 n . Nous appellerons les partitions qui ne sont pas des 
equerres des partitions propres. 

Par souci de lisibilite, on identifiera A a ce k© n -module simple. On notera ainsi dim(A) la 
dimension sur k de ce module, et s[(A), fll(A) les algebres de Lie speciale lineaire et lineaire 
sur l'espace vectoriel sous-jacent. On utilisera la notation p\ pour designer la representation 
associee a A, c'est-a-dire le morphisme & n — > GL{\) C Endt(A). 

Pour un entier n, on note E n l'ensemble des partitions propres A de n telles que A / A', 
F n l'ensemble des partitions propres symetriques. On note ~ la relation d'equivalence sur E n 
qui identifie A a A'. Munissant l'ensemble des partitions de n de l'ordre lexicographique, on 
peut alors identifier E n / ~ a l'ensemble {A h n \ dim(A) > 1 et A < A'}. 
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2.2 L'algebre de Lie des transpositions 

Definition 1. Pour tout n > 3, on note Q n la sous-algebre de Lie de k© n engendree par les 
transpositions, g' n = [Q n ,8n] son algebre derivee et Q\ Vintage de Q' n dans les endomorphismes 
de A. 

L'algebre de Lie Q n admet des ensembles de generateurs plus petits. Le lemme suivant, qui 
decoule aisement de l'identite ad(s)oad(s) = 2 — 2Ad(s) dans g n pour s une transposition, oil 
ad(x)(y) = [x,y] et Ad(x)(y) = xyx~ l , nous sera notamment utile dans la preuve du lemme 

UH 

Lemme 1. Q n est engendree par la famille des transpositions consecutives (i i + 1). Elle est 
egalement engendree par la famille des transpositions (i n) pour 1 < i < n — 1. 

La proposition suivante, etablie dans |Ma01a| Ma03a| . montre que l'etude de g n et de ses 
representations se ramene a celle de g' n : 

Proposition 1. L'algebre de Lie Q n est reductive, et son centre est de dimension 1, engendre 
par la somme T n de toutes les transpositions. En consequence g n ~ k x g' n , et V image de g n 
dans gl(A) est Q\ C sl(A) si T n agit par 0, et k x Q\ sinon. 

Si Ton note p : kS n — > Z(k& n ) la projection de kS n sur son centre, definie par 



sxs , 



alors l'algebre de Lie g n est p-stable parce qu'engendree par une classe de conjugaison de & n , 
et on a kT n = Z(g n ) = p(Q n )- Ainsi, g' n s'identifie au noyau de la restriction de p a g n . 

Nous verrons en section 4.4 comment calculer Taction de T n sur chacune des representa- 
tions de & n . Independamment de ce calcul, on peut montrer que les restrictions a g' n de deux 
representations non isomorphes de k© n de sont pas isomorphes en general : 

Proposition 2. Soient n > 2 et i?i,i?2 deux representations absolument irreductibles de 
kS n de dimension au moins 2. On a equivalence 

(i) R\ et i?2 sont isomorphes en tant que representations de & n . 

(ii) R\ et R2 sont isomorphes en tant que representations de Q n . 
(Hi) Ri et R2 sont isomorphes en tant que representations de g' n . 

Demonstration. Les implications (i) (ii) (Hi) sont immediates puisque $' n C Q n C kS n . 
Notons R{ : k(5 n — ► End(Vj). On a par hypothese dim(Vi) > 1. Supposons (Hi), c'est-a-dire 
qu'il existe P S Hom(Vi, V2) bijectif tel que, pour tout x E g' n , on ait PR\(x) = R2(x)P. 

A toute transposition s on associe s' = s — 2T n /n(n — 1). Comme les n(n — l)/2 trans- 
positions de & n torment une classe de conjugaison, on a p(s) = 2T n /n(n — 1) et p(T) = T 
done p(s') = soit s' £ g' n . D'autre part, T n est central dans k© n done R\(T) et R2(T) sont 
scalaires par absolue irreductibilite de ces deux representations. De R2(x) = PR\(x)P~ l pour 
tout x £ g' n on deduit en particulier que, pour toute transposition s, on a 

R 2 (s) - 2 R 2 (T) = PR 1 (s)P~ 1 - 2 R^T) 
n(n — 1) n(n — lj 

c'est-a-dire R 2 (s) = PR^P' 1 + u> avec u) = 2(R2(T n ) — R\(T n ))/n(n — 1) G k independant 
de s. En elevant au carre on en deduit 1 = i?2(s 2 ) = 1+2PR\(s)P~ 1 +uj 2 . Si uj 7^ 0, alors R\(s) 
serait scalaire pour toute transposition s, done pour toute permutation; ainsi R\(& n ) C k x , 
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ce qui contredirait l'irreductibilite de Taction de & n sur V\ puisque dimVi > 1. Ainsi uj = 0, 
c'est-a-dire i?2(s) = PR\{s)P^ 1 pour toute transposition s, done pour toute permutation et 
i?i est bien isomorphe a R2 comme representation de & n . □ 

On notera encore p\ la representation Q n — ► fll(A) associee a A. Par definition, sa restriction 
a g' n se f actor ise par Q\. 

2.3 Enonce du theoreme A 

Nous definirons en section 4.2, pour toute partition symetrique A, une algebre de Lie 
OSp(X), et un morphisme injectif 

K : 0^ - «I»-i(k) x I [J sl(A) ] x ( II 0S P( A ) 

Nous pouvons maintenant enoncer le theoreme 
Theoreme A. Pour tout n > 3, 4> n est surjectif. En particulier, 

i-uwx n ska)] x ( n ^p(A) 

et les representations p\ de Q ! n sont deux d deux non isomorphes. 

3 Preliminaires sur les diagrammes de Young 

On represente habituellement les partitions par des diagrammes de Young. On utilisera la 
convention telle que [3, 2] est associee au diagramme a deux colonnes et trois lignes suivante : 



Si A est une partition, on notera encore A le diagramme de Young associe. 
Si A, (i sont deux partitions, on utilise les notations suvantes : 

- fj, C A si Vi Hi < Aj. 

- h / A si p, C A et |A| = \fi\ + 1. 

- On note v = fj, U A la partition definie par Vi = max(Aj, Hi). 

- On note v = [i n A la partition definie par Vi = min(Aj, fii)- 
Comme exemple de ces deux dernieres notations : 



A 



AU/i 



A n fi 



L'ensemble des decrochements de A est D(X) = < Aj}. On note 5(A) = #-D(A) le 

nombre de decrochements de A. A tout decrochement r de A h n on peut associer A^ r ^ / A 
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definie par Ar = A r — 1 et A - r ^ = Aj si i ^ r. Par exemple, 



D(A) = {1,2,4} A« 



A (2) 



A (4) 



On appelle longueur de la diagonale de A et on note 6(A) le nombre 6(A) = max{i|Aj > i}. 
Dans l'exemple precedent, 6(A) = 2. II est clair que, si fi C A, on a b(fi) < 6(A), et que 
si fj, y A, on a b(n) G {6(A), 6(A) — 1} avec b{ji) = 6(A) — 1 ssi ji = X^^. On remarque 
que 6(A) = 1 signifie que A = [n — r, l r ] pour un certain < r < n, c'est-a-dire que A est 
une equerre. On rappelle que dans le cas contraire on dit que A est propre, que E n designe 
l'ensemble des partitions propres non symetriques (A ^ A') et F n celui des partitions propres 
symetriques. 

Le lemme suivant est visuellement evident : 

Lemme 2. L'application r i— > A r induit une bijection D(X) — > D(X'). En particulier, 5(X) = 
5(X'). Sire D(X) et c = X r , on a (A') (c) = (AM)'. Enfin 6(A) = 6(A'). 

Demonstration. Soit r G D(X), c = X r . On a X' c = #{i\Xi > c} = #{i\Xi > A r } = r car 
A r > A r+ i, et X' c+1 = #{i\Xi > c + 1} = #{i|Aj > A r } < r — 1, done A' c+1 > A£, et c G D(X'). 
D'autre part A' c = r s'ecrit r = A' A done la composee D(X) — ► D(X') — > D(X") = D(X) est 
l'identite et D(X) — » -D(A') est bijective. 

Soit fi = \( r \ Si s ^ c, 1'megalite [ii > s signifie Aj > s pour tout i 7^ r. Si i = r 
on a fj, r = c — 1 et X r = c. Pour s > c on a /i r < s et A r < s, et pour s < c — 1 on a 
Mr > c — 1 et A r > c — 1 done /i^ = #{i|/Uj > s} = #{i|Aj > s} = A^. Si s = c, on a 
/4 = > c} = r - 1 = A' c - 1, done (A^)' = y! = (A') (c) . 

Enfin, 6(A) est tel que A b(A) > 6(A). Alors A' 6(A) = #{i\Xi > 6(A)} > 6(A). On en deduit 
b(X') > 6(A) d'ou 6(A) = 6(A') puisque A" = A. □ 

On note P(A) = {X^\r G D(X)} = {u\v / A}. On a #P(A) = 5(X). On deduit du lemme 
precedent 

Lemme 3. Si X = A', pour tout fi G -P(A) on a // G P(A). 

Demonstration. Si ^ G P(-^)> c'est-a-dire s'il existe r G -D(A) tel que /i = A^, alors /u' = 
(AW)' = (A') Ar GP(A') = P(A). □ 

Dans le lemme qui suit sont regroupes un certain nombre d'autres resultats combinatoires 
utiles. Pour sa demonstration on utilisera la notation suivante. Si A h re, on notera A = [a, c, 6] 
avec 6 = 6(A), a et c deux diagrammes de Young avec |A| = |a| + |c|+6 2 , a et c etant determines 
par Aj = 6(A) + a» et A^ = 6(A) + Cj pour i < 6(A). On a A' = [c, a, 6] (cf. figure CJ. 

Lemme 4. 1. Si 6(A) = 2, alors #{v G P(X)\b(fx) < 2} < 1 

2. Si AG F n , alors P(X) n F n = {A (b(A)) } si 6(A) G D(X), et est vide sinon. 

3. Si X / A' et y j=- avec fi G P(X), alors G" P(A) 

4. #P(A) n F n G {0, 1} 

Demonstration. 1. Si 6(A) = 2 et /i /" A tel que b(fx) = 1, alors fi = X^\ 
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Fig. 1 - Les diagrammes A = [a, c, 6] et A' = [c, a, 6] 

2. Si fi / A et b(fi) < 6(A), ona/i = A^ A )). Supposons au contraire b(^i) = 6(A) = 6, et 
ecrivons A = [a, a, 6] et \x = [u, u, 6]. On a alors |u| = |a| — 1 d'ou \y\ = |A| — 2 ce qui 
est exclu. 

3. Soient A / A', /i / /*', fi £ P{X) et supposons par l'absurde // £ -P(A). Si 6(^) < 6(A), 
(j, = \( b W) et \b(\) = 6(A) = AL A y Posons [i = [a, c, 6(/u)]. On peut supposer A = 
[a + ,c, 6(A)] avec a /* a + si b(p>) = 6(A), et a = a + sinon. Comme y! C A on a c C a + , 
et a C c. Si a = a + on en deduit a = c done \x = //, ce qui est exclu. Sinon, on a 
|a + | = |a| + 1 done a = c ce qui est exclu pour la meme raison, ou bien a + = c qui est 
encore exclu car A ^ A'. 

4. Soit A = [a, c, 6(A)]. Soient [i,v S P(X) Pi F n avec fi ^ v. Si b(/j,) < 6(A), on a /i = 
fx' X = A'. Comme /j / f, on a 6(z^) = 6(A) = 6, done A = [a, a, 6], ^ = [u, u, 6], 
// = [a, a, 6 — 1] avec u /* a. Mais alors = |A| — 2 qui est exclu. On peut done 
supposer b(n) = 6(A) = b(u). Alors A = [a, c, 6], /i = [u, u, 6], v = [v, v, 6]. Comme 
fi y A, on peut supposer u a, u = c. Si v / a et v = c on aurait u = v et = i/ ce 
qui est exclu. Comme v /* A on a done v c et v = a. Mais alors |c| = | v| + 1 = |a| + 1 
et |a| = |u| + 1 = |c| + 1, une contradiction. 

□ 

4 Preliminaires sur les representations de <3 n 

Soit k un corps de caracteristique 0. A toute partition A de l'entier n > 1 est associee 
classiquement une representation irreductible sur k du groupe symetrique & n . Une descrip- 
tion matricielle de ces representations est donnee par la combinatoire des tableaux de Young 
standards, que nous rappelons ici. Pour les resultats classiques utilises sans reference dans 
cette section, on pourra consulter |FH91j . ch. 4. 

4.1 Modeles matriciels 

Un tableau de Young de forme A est un remplissage des cases du diagramme de Young 
associe a A par les n nombres de 1 a n (qui apparaissent done chacun une seule fois). II est 
dit standard si la repartition de ces nombres est croissante suivant les lignes et les colonnes. 
On remarque que si T est un tableau (standard) de forme A, il definit de fagon naturelle un 
tableau de Young (standard), note T', de forme A'. Suivant notre convention, les tableaux 
standards associes a la partition [2, 1] sont les suivants 
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1 


T| 


1 


2 
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et le 2 du premier diagramme se trouve en premiere colonne et deuxieme ligne. 

Soit T un tableau de Young de forme A. Pour tout 1 < r < n, on note c r (T) (resp. l r (T)) 
la colonne (resp. la ligne) de T ou se trouve r. Pour tous 1 < i < j < n on definit la distance 
axiale 

d T (i,j)=c i (T)-c j (T)+l j ()-l i (T) 

et on remarque que dT(j,i) = — j). De plus, lorsque T est standard, si i < j et q(T) > 
Cj(T), on a necessairement k(T) < lj(T) done dx(i,j) > 0. 

La representation associee a A est definie sur l'espace vectoriel abstrait de base Pensemble 
des tableaux standards de forme A par Paction des transpositions consecutives s r = (r r+1). 
Pour ce faire, on a besoin de la notation suivante. 

Soit T un tableau de Young standard de forme A et T r le tableau deduit de T en interver- 
tissant r et r + 1. Supposons que r et r + 1 ne sont ni dans la meme ligne ni dans la meme 
colonne. Alors T r est egalement un tableau standard, et (T r )' = {T') r . Si c r (T) < c r+ i(T), 
e'est-a-dire que dr(r + 1, r) > 0, on note T < T r , et T > T r dans le cas contraire. 

Alors, Paction de & n dans cette base des tableaux standards est definie par s r .T = T si r 
et r + 1 sont sur la meme colonne de T, par s r .T = — T si r et r + 1 sont sur la meme ligne 
de T. Dans les autres cas, quitte a intervertir T et T r on peut supposer T <T r ; alors le plan 
engendre par T et T r est stable par Paction de s r , qui est donnee dans la base (T,T r ) par la 
matrice 

If -1 d+l\ 
d V d-1 1 J 

oud = d T (r + l,r) > 0. 

A partir de maintenant, on fera Pabus de notation commode qui consiste a identifier la 
partition ou le diagramme de Young A avec la representation associee, quand il n'y a pas 
de risque de confusion. L'essentiel de la theorie des representations en caracteristique du 
groupe symetrique est resume dans la proposition suivante : 

Proposition 3. Soit n > 1. Pour toute partition A de n, la representation de <5 n qui lui est 

associee est absolument irreductible, et toute representation irreductible de & n est isomorphe 
a une et a une seule d'entre elles. 

En particulier, toutes les representations irreductibles etant realisables sur Q done sur R, 
elles sont toutes autoduales. 

Les proprietes importantes qui suivent nous seront utiles ici : 



Modele orthogonal. A tout tableau de Young standard T on associe l'element suivant 

C(T ) = TT frfoj)" 1 

c t {T)>c 3 (T) 

Supposons desormais k = R. Alors \/ (,(T) est bien defini parce que, sous ces hypotheses, 
dr(hj) > 0. A tout tableau de Young standard de forme A on associe alors f = y/C(T)T. 
L'action de s r pour 1 < r < n — 1 dans la base formee des T pour T standard est alors donnee 
par par s r .T = T si r et r + 1 sont sur la meme colonne de T, par s r .T = —T si r et r + 1 
sont sur la meme ligne de T ; dans les autres cas, si T < T r on a d = dx{r + 1,7") > et on 
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verifie facilement que ((T r ) = C CO 3+1- L'action de s r est alors donnee dans la base (f,T r ) 
du plan que ces elements engendrent par la matrice 

1 / -1_ Vd^l \ 
d V 1 J 

Regie de Young. Pour tout n > 2, on identifiera S n _i au sous-groupe de & n compose 
des permutations qui fixent n. La restriction d'une representation irreductible A de & n au 
sous-groupe & n -\ donnee par la regie suivante, dite regie de Young : 

Res 6n _ 1 A= 0/i= p. 

En particulier, cette restriction est sans multiplicites et est composee de 5(A) composantes 
irreductibles. 

Representations de dimension 1. Les representations de dimension 1 sont la represen- 
tation triviale et la representation donnee par la signature, qui correspondent respectivement 
aux partitions [n] et [l n ]. On notera egalement e la representation signature. Une propriete 
classique importante pour nous est A' ~ A <8> e. 

Representation de reflexion. La partition a = [n — 1, 1] correspond a une representation 
remarquable de & n , appelee representation de reflexion. II est classique que ses puissances 
alternees sont egalement irreductibles, et correspondent aux representations irreductibles dont 
les diagrammes de Young sont « en equerres » : 

A p a ~ [n - p, l p ] 

pour 1 < p < n — 1. 

4.2 Decalages et formes bilineaires 

Par des moyens combinatoires, on definit dans cette section quand A = A' une forme 
bilineaire sur l'espace vectoriel sous-jacent. 

A tout tableau standard T associe a une partition A de n, on associe la quantite suivante 

W (T) = J] (-1) = I Ci(T)> Cj (T)} 

Ci (T)>c,(T) 

Remarquons que si, pour 1 < r < n — 1, les nombres r et r + 1 ne se trouvent ni sur la meme 
ligne ni sur la meme colonne de T, alors w(T r ) = —w(T). De plus, 

w (r)= n (-i)= n (-i) = (_i)#{*<j i mt)^(t)} 

c t (T')> Cj (T') kiT^ljiT) 

Reperons les cases d'un diagramme de Young associe a une partition A par les coordonnees 
(i, j), avec 1 < i < A[, et 1 < j < Aj. II y a done |A| = n cases. On appelle decalage un couple 
(01,02) de cases c\ = (h,ji) et C2 = (12,32) de A, avec i\ < 12 et j\ > j'2. Le nombre de tels 
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decalages est done une fonction de A, notee ^(A). A un tel decalage on associe egalement le 
nombre positif (d + l)/(d — 1), avec d = \i\ — 12 + h — h\, et a A le produit £(A) de tous ces 
nombres. 

Cela nous permet de demontrer le 

Lemme 5. Si A est un diagramme de Young symetrique, pour tout tableau de Young standard 
T on a w(T)w(T') = u(X) et C(T)C(T') = £(A). 

Demonstration. Le produit w(T)w(T') est encore egal au produit de (—1) sur tous les couples 
i < j tels que Cj(T) > Cj(T) ou bien, exclusivement, k(T) > lj(T). De tels couples sont en 
bijection avec les decalages du diagramme A, de la fagon suivante : au couple (x, y) de cases 
constituant le decalage on associe le couple ou i (resp. j) est le minimum (resp. le 

maximum) de leurs contenus dans T ; inversement, la condition sur i et j signifie que les deux 
cases qui les contiennent ferment un decalage. Le deuxieme enonce se demontre de fagon 
similaire. □ 

On definit une forme bilineaire non degeneree ( | ) sur A par 

(S\T) = w(T)6 s ,t> 

pour S et T deux tableaux standards de forme A, ou 5ij est le symbole de Kronecker. Si S et 
T sont deux tableaux standards, 

(S\T) = w(T)5 s ,t> = w(S')5 s >,t = v(X)w(S)8 S ',t = v(\)(T\S) 

done ( I ) est symetrique si z'(A) = 1, et antisymetrique si ^(A) = —1. 

La forme bilineaire ( | ) est done soit symetrique, soit antisymetrique, en fonction de A. 
Plus precisement, quand elle est symetrique, le changement de base U = \ + T', V = ^ — T' 
sur chacun des plans engendres par des couples (T, T') de tableaux standards symetriques l'un 
de l'autre montre que ( | ) est equivalente sur Q a la forme bilineaire symetrique standard de 
signature 

Le lemme suivant simplifie le calcul de ^(A). On rappelle que 6(A) designe la longueur de 
la diagonale de A. 

Lemme 6. Si A h n est tel que A = A', le nombre de decalages de A est congru a - |^ 
modulo 2. 

Demonstration. On appelle diagonale de A l'ensemble des cases de la forme (i,i). II y a 6(A) 
telles cases. 

Une case (i,j) est dite au dessus (resp. au dessous) de la diagonale si i < j (resp. i > j). 
On note A + et A - les ensembles de cases correspondants. Ici, A = A' done les ensembles A + 
et A~ sont en bijection par r : *— ► (J, i). 

D'autre part, a tout decalage c = (01,02) on peut associer le decalage symetrique r(c) = 
(t(c2), r(ci)). On en deduit que le nombre de decalages est congru modulo 2 au nombre de 
decalages fixes par r. Or, si c = (01,02) et r(c) = c, on a C2 = t(c±) et c\ = r(c2). II y a 
autant de tels decalages que d'elements de A + , soit (n — 6(A))/2. □ 

Cette forme bilineaire est reliee a l'isomorphisme entre A et A (8> e. Plus precisement, 
introduisons sur A le produit scalaire < S,T >= ^^j^5,T) et notons M l'endomorphisme de 
k-espace vectoriel M sur A par M(T) = w(T)((T')T' , pour tout tableau standard T de forme 
A. II n'est pas difficile de verifier que (S\T) =< S,M(T) >. Le produit scalaire < ., . > a la 
propriete que, si k = R, alors < S,T >= 5s,t- 
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Lemme 7. Pour tout s G & n et tous x,y dans X, on a M(s.x) = e(s)s.M(x), et (s.x\y) = 
e(s)(x\s- 1 .y). 

Demonstration. Comme ces proprietes sont lineaires en x et y, on peut supposer, d'une part 
k = R, d'autre part que x = S et y = T ou S et T sont des tableaux standards. D'autre part, 
comme les transpositions consecutives engendrent & n , on peut supposer s = s r , pour 1 < 
r < n. D'apres les matrices du modele orthogonal, Taction de s r est autoadjointe pour < , >, 
done orthogonale puisque = 1. II s'ensuit que la deuxieme egalite decoule de la premiere. 
D'autre part, on a M(T) = w(T)T'. On en deduit facilement que M(s r .T) = —s r .M(T) : par 
exemple, si T r est un tableau standard et d = dx(r + 1, r) > 0, alors d'une part 

M(s r .f) = ^w(T)f + ^^w(T r )f; = ^w(T)f - ^Z± w (T)f' r 
parce que w(T r ) = —w(T) et, d'autre part, puisqu'alors T' > T r ', on a 

s r .M(f) = w{T)^d 2 - ldf' r + w(T)-f = -M(s r .f) 

□ 

4.3 Dimensions 

Soit A une partition de n, et r S N tel que A r > et A r+ i = 0. La dimension du k-espace 
vectoriel associe a A, e'est-a-dire le nombre de tableaux standards de forme A, est donne par 
la formule suivante (cf. |FH91j p. 50) 

dim(A) = -^— H{U-lj) 
i\. . . . i r . 

ou U, = Xi+r—i. Cette formule permet de calculer facilement la dimension d'une representation 
donnee. Le cas des equerres se deduit immediatement de Pisomorphisme avec les puissances 
alternees de la representation de reflexion : 



dim[n — p, l p ] = 




pour < p < n — 1. Pour une approche inductive, il est souvent plus utile d'utiliser la regie 
de Young, qui a pour consequence la formule iterative suivante : 

dim([l]) = 1 dim(A) = dim(^t) = dim(//) 

On sait qu'il n'y a que deux representations de dimension 1. On remarque ainsi 

dim(A) = loA£ {[n], [l n ]} e> 5(A) = 1 

Apres celles-ci, les representations irreductibles les plus petites sont de dimension n — 1 : 
Lemme 8. Soit n > 5 et X une partition de n. Alors 

1. dim(A) > 1 dim(A) > dim(a) = n — 1 

2. dim(A) = n - 1 44> A G {a, a'} 
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En particulier, si A est propre, dim(A) > n — 1. 

Demonstration. On sait que dim(a) = dim(a') = n — 1. On procede par recurrence sur n. Le 
cas n = 5 se verifie facilement par calcul des dimensions de chacune des representations. Si 
n > 5, soit A h n avec dim(A) > 1. On a done 5(A) > 1, done P (A) contient au moins deux 
elements. 

S'il existe /ii / A tel que dim(/i) > 1, alors par hypothese de recurrence on a dim(/i) > 
n — 2. Notant alors ^2 7^ /ii tel que fi2 S A on a alors dim(A) > dim(^i) + 1 = n — 1. De plus, 
le cas d'egalite signifie que fM% G {[n — 2, 1], [2, l n ~ 3 ]} et -P(A) = {^i,//2} avec dim(/i2) = 1, soit 
/U2 € {[n — 1], [l n_1 ]}. On deduit alors facilement du fait que A = pL\ U/U2 qu'alors A G {a, a'}. 

Au contraire, si tous les fi € -P(A) sont de dimension 1, comme il y en a au moins deux on 
a P(A) = {[n- 1], [l™ -1 ]} et A = [n] U = [n- l,l n ~ 2 ], qui est une partition de 2n - 3 > n 
pour n > 4. Ce cas est done exclu et la proposition demontree. □ 

Une inegalite qui nous sera utile est la suivante : 
Lemme 9. Si |A| > 6 et dim A 7^ 1, alors dim A > 25(A). 

Demonstration. D'apres la regie de Young, la dimension de A est la somme des dimensions 
des n £ -P(A), qui sont au nombre de 5(X). Pour un tel //, et d'apres le lemmeEl si dim(/i) / 1 
alors dim(/x) > 4 > 2 puisque > 5. Ainsi, on a bien dim(A) > 25(A) si dim(//) 7^ 1 pour tout 
/u G -P(A). Dans le cas contraire, quitte a echanger A en A' on peut supposer [n — 1] € -P(A). 
Or les seules A h n telles que [n — 1] /* A sont [n], qui est de dimension 1, et a. On en 
deduit d'une part que dim(A) = dim(a) = n — 1 et d'autre part que 5(A) = 2, et on a bien 
n — 1 > 2 x 2 = 4 puisque n > 5. □ 



4.4 Action de la somme des transpositions 

Une autre donnee naturellement associee a une partition A est la valeur 7(A) du caractere 
irreductible associe sur l'une des transpositions. Pour la calculer, on a une formule due a 
Frobenius 

dim(A) KX) dim(X) b(X) 

7(A) = , ' V (vi{ Vi + 1) - Uiiui + 1)) = , iml Y"(vi - Ui){ Vi +m + 1) 
nln — 1) n(n — 1) 

y ' i=l v ; i=l 

avec Aj = i + U{ et A • = i + «j pour 1 < i < 6(A) (cf. FH91 p. 52, ex. 4.17). En particulier, 
7(A) = si A = A'. 

II nous sera utile de connaitre Paction sur chacune des representations de Pelement 

T n = ^2(i j) G k©n 

qui est central dans l'algebre de groupe de & n . Comme chaque A est une representation 
absolument irreductible de S n , l'element T n agit sur elle par un scalaire. II suffit done de 
connaitre la trace de cette action, e'est-a-dire n(n — l)/2 fois la valeur du caractere associe 
sur une transposition, pour connaitre la valeur de T n . En particulier, 

Lemme 10. L'element T n £ h& n agit sur A h n par le scalaire n(n — l)7(A)/2dim(A). 
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5 Factorisations 



Dans cette section, nous associons en 5.2 a chaque partition symetrique A une algebre de 
Lie osp(A), et construisons les morphismes injectifs 



:0^s( n _i(k) x 



n si w 



n osp(A) 



mentionnes dans l'enonce du theoreme A. Par construction g' n est une sous-algebre de Lie 
semi-simple de k6„. Or, en tant qu'algebre de Lie, 

k6„ = 0f>l(A) 

Ahn 

et chaque A correspond a une representation de Q n done de g' n , qui est encore irreductible parce 
que les transpositions engendrent & n : il s'ensuit que tout sous-espace vectoriel de l'espace 
vectoriel associe a A qui est stable par g' n sera stable par & n . Le morphisme 4> n correspondra 
a une factorisation de cette inclusion. Du simple fait que g' n est semi-simple, on en deduit tout 
d'abord qu'elle est incluse dans la sous-algebre de Lie derivee de k6 n , soit la factorisation 

©01(A) 

Ahn 



sl(A) 



dim(A)>l 




5.1 Les algebres de Lie st(A) et sl(X') 

Soit A h n une partition non symetrique de n. On note ici, pour clarifier l'expose, V\ le 
k-espace vectoriel de base les tableaux standards de forme A, e'est-a-dire le k-espace vectoriel 
associe a la representation p\ : kS n — > End(VA). On sait qu'existe un isomorphisme de k6 n - 
modules P\ : A' — > A <8> e, e'est-a-dire un isomorphisme de k-espaces vectoriels entre V\> et V\ 
tel que P\(s.x) = e(s)s.P\(x) pour tout s G & n et x G Vy. 

En tant que representations de g n , on en deduit que, pour toute transposition s de S n , 
done pour tout s G g n , le diagramme suivant commute 



Vy — V X 



Vy — V x 



ou Ton a note -u# l'adjoint de u G fll(A) pour un produit scalaire 6 n -invariant sur A. Cela 
signifie que />a et />a' sont duales l'une de l'autre en tant que representations de Q n done de 
g' n . En particulier Q\ ~ Qy et de plus le morphisme d'algebres de Lie g' n — > sl(A) ©sl(A') se 
factorise ainsi 
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s((A) ffist(A') 




sI(A) 



H®P A 



0: 



ou l'on a note Px l'automorphisme de gl(A) defini par P\(x) = —P x 1 x#P\. II envoie na- 
turellement sl(A) sur sl(A'). On en deduit la factorisation suivante 



5.2 L'algebre de Lie osp(A) 

Soit A une partition symetrique de n. On a construit en 4.2 une forme bilineaire ( | ) non 
degeneree, orthogonale ou symplectique suivant A, sur l'espace vectoriel sous-jacent. Elle nous 
permet de definir l'algebre de Lie suivante. 

Definition 2. On note osp(A) la sous-algebre de Lie de gl(A) composee des m G 0l(^) ^ s 
que (m.x\y) + (x\m.y) = pour tous x,y. 

D'apres la section 4.2 cette algebre de Lie simple, orthogonale ou symplectique, est dans 
tous les cas de rang semi-simple dim(A)/2. L'interet pour nous de cette algebre de Lie vient 
du fait suivant. 

Lemme 11. Pour tout A h n symetrique, Q\ C 05p(A). 

Demonstration. Comme Q n est engendree par les transpositions, il suffit de montrer que l'im- 
age de chacune d'entre elles appartient a osp(A), c'est-a-dire que (s.x\y) = — (x\s.y) pour tous 
x, y dans A. C'est une consequence immediate du lemmedpuisque, lorsque s est une reflexion, 
s- 1 = s et e(s) = -1. □ 

On en deduit la factorisation 



01(A) 



dim(A)>l 




1(A) © © «I(A) 



s 



dim(A)>l 

A<A' 



\ dim(A)>l 

\ A=A' 
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5.3 Equerres 



On note a r = [n — r,l r ] pour tout 1 < r < n — 1, ainsi a = a± = [n — 1,1]. On a 
rappele en section 4.1 que, en tant que representations de S n , A r a = a r , oil A r V designe 
la puissance exterieure r-ieme de V. Un phenomene remarquable est que les representations 
de g' n correspondantes sont egalement isomorphes. Ce resultat decoule immediatement de la 
classification des systemes KZ irreductibles sous Taction du groupe symetrique (cf. [Mafllal 
MaOTE]). Nous en donnons ici une demonstration elementaire : 

Lemme 12. En tant que representation de g' n , a r = A r a. 

Demonstration. Soit (3 la representation naturelle de & n , definie sur une base v±, . . . ,v n par 
s.Vi = v s u\ pour tout s £ & n . On a (3 = [n] © a en tant que representation de S n et de Q n . 
Alors A r /3 = K r a® A r_1 a. Comme A n_1 /3 = A n_1 a© A n ~ 2 a, il suffit de montrer que Taction 
de g' n sur A r (3 est deduite de celle de © n par la composee g' n — > g n — > k© n pour en deduire 
a r = A r a en tant que representation de g' n . Fixons r G [l,n], et notons v = A . . . A Vi r 
pour ii < %i < . . . < i r , ainsi que Ty = (i j) G n et crjj = (i j) G S n . 

- Si ii > 3, on a t\2-H = et 0"i2-w = v. 

- Si ii = 1 et %% > 3, ou ii = 2 et i2 > 3, on a T12.V = (J12.U + (r — l)v. 

- Si ii = 1 et %2 = 2, on a ri2.^ = (r — 2)v et 0"i2.v = — v 

et dans tous les cas on a done T\2-y_ = (T12.W + (r — l)v. On en deduit que Taction de T12 est celle 
de CJ12 + (r — l)Id. Comme Taction de g n est S n -equivariante pour Taction par conjugaison 
de & n sur g n C kS n , Taction de rij est celle de cr^- + (r — l)Id, et Taction de g' n sur A r /3 est 
bien deduite de Taction de <5 n par g' n C k© n , d'ou a r = A r a en tant que representation de 




□ 



On en deduit que les morphismes g' n — ► sl(a r ) se factorisent en 



Sl(a r ) 




5l(a) 



ou A r est donne par 




r 



i=l 



On en deduit la factorisation finale 



( \ ( 

s((A) © osp(A) 




6 [ n „i(k) x (n xeEn/ ^sK\)) x (n AeFn osp(A)) 
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6 Demonstration du theoreme A 



6.1 Reduction a Ik = C 

Si k est un corps de caracteristique 0, notons n (k) C k(3 n l'algebre de Lie des transpo- 
sitions definie sur k, et 



l'algebre de Lie de dimension finie construite en section 5.3. On a construit, pour tout corps 
k de caracteristique 0, un morphisme injectif (f>~ : n (k) — > £ n (k). Par construction, la 
dimension de £ n (k) sur k est independante de k, et celle de n (k) egalement parce que 
n (k) = 0n(Q) ®q k. II suffit done de montrer Pegalite des dimensions pour k = C, c'est-a- 
dire de montrer que est surjectif, pour conclure la preuve du theoreme. 

A partir de maintenant, on supposera done k = C Toutes les algebres de Lie considerees 
sont done semi-simples complexes, done determinees a isomorphisme pres par leur type dans 
la classification de Cartan. On note a nouveau g n = 0n(C), et on notera C n = £ n (C). 

6.2 Generalites sur les algebres de Lie semi-simples 

Nous utiliserons la rigidite dimensionnelle de la classification des algebres de Lie simples 
complexes, notamment les deux lemmes suivants, qui se deduisent facilement de cette clas- 
sification et de la formule des caracteres de Weyl par examen des cas (cf. par exemple les 
calculs de |FH91j . ex. 24.52). On utilise, pour chaque algebre de Lie simple de rang n, la 
numerotation des poids fondamentaux w±, . . . ,w n de I- 1 I'M . et on accepte les redondances 
dans la classification des algebres de Lie simples (A3 = D3, B2 = C2, etc.). Pour toute algebre 
semi-simple complexe 0, on notera rg(0) son rang. 

Lemme 13. Si est une algebre de Lie simple complexe qui admet une representation V 
telle que dim(V) < 2rg(0), alors g ~ sl(V). 

Lemme 14. Les paires (q, V) avec une algebre de Lie simple complexe de rang n et V 
une representation irreductible de g de dimension N telles que 2n < N < 4ro sont, pour tout 
n > 2, (B n ,wi) pour N = 2n + 1, (C n ,zui) pour N = 2n, et (D n ,w\) pour tout n > 3 
(N = 2n) plus, pour n < 6, les couples exceptionnels suivants : 

Rang 1 : (Ai,wi) pour N = 2, (Ai,2mi) pour N = 3. 

Rang 2 : (G2,w\) pour N = 7, (^2,^2) pour N = 4, (C2-,w\) pour N = 5. 

Rang 3 : (B^^w^) pour N = 8, (^43,-072) pour N = 6. 

Rang 4 ■ (-D4, ^3) et (D^^vj^) pour N = 8, (A4, W2) et (A4, w^) pour N = 10. 
Rang 5 : (A^,^) et (^5,^4) pour N = 15, (D§,W4) et (D^^w^pour N = 16. 
Rang 6 : (A^ n vu2) et (^6,1175) pour N = 21. 

Pour se ramener au cas des algebres de Lie simples et utiliser les deux lemmes precedents, 
nous invoquerons le lemme suivant. 

Lemme 15. Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie, I) C g deux sous-algebres de 
Lie semi-simples de sl(V). On note f) = ©j g j l}j Id decomposition de f) en ideaux simples. 
On suppose que les proprietes suivantes sont verifiees 

1. V est irreductible sous V action de g. 




Yl osp(A) c k6 



n 
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Fig. 2 - Les diagrammes D(a, b) = [a + 2, 2, l fe ] 



Pour tout j £ J, /a restriction de V a \)j admet une composante irreductible de multi- 
plicity 1. 

3. On a rg(g) < 2rg(h). 

Alors g es£ une algebre de Lie simple. 

Demonstration. On note g = g 1 © . . . q 9 la decomposition de g en ideaux simples, et on fixe 
un i 6 [1)<?]- On note p : g -» g* la projection sur g J parallelement a gW = © r -^g r . Soit 
q : rj — ► g l la restriction de p a t). On montre par l'absurde que q est injective. 

En effet, Ker q serait sinon un ideal non nul de rj, done une somme non vide ©j g ^- f)j de 
certains de ses ideaux simples, avec K C J et K ^ 0. On choisit un tel j £ K. Comme V est 
irreductible et fidele pour Paction de g, cette representation est isomorphe a une representation 
de la forme U{ (8) Uu\ avec Ui une representation fidele de g l et Uu\ une representation de 
gW. Comme f)j C Kerg, cet ideal agit trivialement sur Ui, done chacune des composantes 
irreductibles de la restriction a \)j de V intervient avec multiplicite au moins dimL^. Cela 
contredit l'hypothese 2) parce que g* est non commutative done sa representation fidele Ui 
est de dimension au moins 2. 

Ainsi, f) s'injecte dans g* pour tout i £ [l,g], done rg(g) > gig(i)). Alors g < rg(g)/rg(fj) < 
2 done g = 1 et g est une algebre de Lie simple. □ 

Remarque. L'hypothese 3) du lemme precedent est notamment verifiee lorsque rg(h) > 
(dimT/)/2. Elle est egalement verifiee lorsque g C so(V) ou g C sp(V) et rg(h) > (dimF)/4. 

6.3 Diagrammes remarquables 

Pour tous a, b > 0, on note D(a, b) = [a + 2, 2, l b ] . II s'agit d'une partition de n = a + b + 4, 
dont le diagramme est de la forme decrite dans la figure [21 

D'apres la regie de Young, pour Ahn, Pensemble P(X) contient une equerre, e'est-a-dire 
un fj, h n — 1 tel que &(//) = 1, si et seulement si A est elle-meme une equerre ou bien si A est 
justement de cette forme. Plus precisement, si A = D(a,6) avec a, b > 1, on a 

P(D(a, b)) = {D(a - 1, 6), D(a, b - 1), [a + 2, 

Remarquons egalement D(a, 6)' = D(6, a) et en particulier dimD(a, b) = dimD(6, a). La formule 
des dimensions per met d'obtenir facilement 

.• nf u\ b+1 { n-2 \ 

dimD(a,o) = n 

v ' ' a + 2 I a / 
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ou D(a, b) h n, c'est-a-dire n = a + b + 4. En particulier, pour tout a > 1, 

dimD(a,a) = 2(a + l) 2a + 2 ^ et dimD(a - 1, a) = f 2 ° ^ ^ (2a + 3). 

et enfin, pour tout m > 2, 

,. „, on 2(m- l)(m + 1) /2m\ 

dimD(m, m - 2) = — - 

v ' ; m + 2 V m / 

Les resultats techniques suivants nous seront utiles. Nous les regroupons sous la forme 
d'un lemme, dont la demonstration est elementaire et laissee au lecteur. 

Lemme 16. 1. Pour tout m>3, on a dimD(m,m — 2) > 

2. Pour tout a > 2, on a dimD(a — 1, a) > \ dimD(a, a). 

3. Pour tous a>6 + l>3, on a dimD(a, b) > 3 

6.4 Resultats precedents et hypothese de recurrence 

Les resultats suivants sur l'algebre de Lie g' n ont ete demontre dans des travaux anterieurs 
Proposition 4. (' L Ma03al, theoreme 3.) Pour tout 1 < r < n, si A = [n — r,r], alors 
0A=S((A). 

Proposition 5. ([Ma03a}, section 8.1) Pour tout n < 6, le morphisme 4> n est surjectif. 

Nous allons demontrer le theoreme A par recurrence sur n a partir de cette derniere 
proposition, prenant pour hypothese de recurrence 

(HR n ) 4> n est surjectif. 

On peut done supposer (HR n _i) vrai pour un certain n > 7. La demonstration que dans 
ce cas (HR n _i) =>■ (HR n ) fait Fob jet des sections suivantes. 

6.5 Determination des Q\ 

On suppose desormais (HR n _i), avec n > 7. On va dans un premier temps en deduire Q\ 
pour Ahn. 

On note I)a l'image de Q ! n _i C g' n dans Q\. Cette image se determine a partir du diagramme 
commutatif suivant 

fln -SI(A) 



2m + 1 

m 



a + b + 2 
6 + 1 




Par hypothese de recurrence, (p n -i est un isomorphisme, done t)\ est l'image de £ n -i dans 
les endomorphismes de sa representation fJ> et se determine aisement en fonction de A. 

D'autre part, tout facteur simple de £ n _i associe a un \x h n — 1 est soit de rang dim( / u) — 1, 
soit de rang dim(/x)/2. A partir de la regie de Young et de la combinatoire des diagrammes, 
on en deduit les resultats suivants. 
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6.5.1 Les cas particuliers A = D(a, 6) 

Pour a, b > et A = D(a, b), on note Q atb = i)\ et iV a) & = dim(A). Si Ton convient N a ^ = 
pour a < ou b < 0, la regie de Young implique 

{ a + b + 2 
N a , b = N a - ltb + N a ^ +1 b + l 

En particulier, les nombres N a ^ varient de fagon croissante en a et en b. 

Lemme 17. Soient a, b > tels que n = a + b + 4 > 7 '. ^4Zors, sous (HR n _i), on a 

1. Si a = b alors rg(d a , a ) > \N a , a . 

2. Si a / 6, alors rg(0 ai6 ) > 5^5. 

Demonstration. Si 6 = 0, on a a > 3 puisque n > 7. D'apres la proposition ^ comme 
P(D(a,0)) = {£>(a - 1,0), [a + 2, 1]} on a, d'une part iV a)a = iY a _i j0 + a + 2, et d'autre 
part D ai o ^ s[(D(a - 1,0)) x s[ a+2 (C). On en deduit rgd a ,o = iV a -i,0 + « = N afi - 2. Alors 
iV a ,o - 2 » ±iV a: si et seulement si N afi > 4, ce qui est vrai car N a > iV 3i0 = 14. Puisque 
D(a, h)' = D(6, a) on peut done supposer a > b > 0. 

Supposons d'abord a = b > 0. Alors P(D(a, b)) = {D(a - 1, a) + D(a, a - 1) + [a + 2, l a+1 ]}. 
D'apres (HR n _i), on alors 

rg0 aja = iV a _i, a - 1 + n - 4 = iV a _i )0 + 2a - 1 > iV a _i, > -jV a , a 

d'apres la partie 2 du lemme EH puisque n = 2a + 4 > 7 implique a > 2. Cela montre 1). 
Si a > b > 0, pour montrer 2) il y a deux cas a considerer. 

1. Si a = b + 1, alors A = D(a, 6) = D(6 + 1, b) avec b > 1, et P(A) = {D(6, 6) + D(6 + 1, 6 - 
1) + [6 + 3, 1 6+1 ]}. D'apres (HR„_i), 

^ ^ Nb ' b ^M x ,1 ^+1,6 , ^6+1,6-1 dim[6 + 3,l b+1 ] 
rg(f 6+1,6) = — + iV 6+ i )6 _i + n - 4 = + + n - 4 

Posant m = b + 1 on deduit de la partie 1) du lemme [TBI que, si 6 > 2, alors 

rg(0fe+i,6) > —3— + n - 4 > — ^— 

puisque dim[6 + 3, l b+1 ] = f j • ^ n traite separement le cas 6 = 1, soit a = 2. 

Alors JV^i = 16 et N 2 ,o = 9. On en deduit rg(& 2 ,i) = ^ + (#2,0 - 1) + 4 = 20 > N 2 ,i/2 
car A^2,i = 35. 

2. Si a > b+ 1 > 2, alors d'apres (HR n _i) on a rg(g D(a _ 1)6 )) = iV a _ 1)6 - 1 et Tg(Qn( a ,b-i)) = 
N a ,b-i — 1- On en deduit 

rg0 a ,6 = N a , b - dim[a + 2, 1 6+1 ] - 2 + n - 3. 

Si 6 + 1 > 3, utilisant la partie 3) du lemme [TBI on obtient 

N a ,b-{ b+1 )+n-5>N a , b -l b+1 )>-N a>b >-N a , b 
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On traite separement le cas 6 = 2. Dans ce cas, on a rg(D a ,2) = r g(0D(a-i,2))+ r g(0D(a,i)) + 
a + 1, soit 

rgd a ,2 = iVa-1,2 + A^i + (a + 2) - 3 > N a , 2 - 3 

car dim[a + 2, 1] = a + 2. Or iV ai 2 — 3 > N a ^/2 equivaut a N a ^ > 6, ce qui est vrai car 
a > 4 done A^ aj2 > ^1,1 = 16 > 6. 

□ 



6.5.2 Cas general 

On rappelle qu'une partition est dite propre si ce n'est pas une equerre, et que l'ensem- 
ble des partitions propres de n est subdivisee entre l'ensemble F n des partitions propres 
symetriques et l'ensemble E n de celles qui ne le sont pas. 

Pour une partition A donnee, on notera 

P E (X) = E n n P(A) et Pp(A) = F n n P(A). 

Remarquons enfin que, si A G E n U F n , alors P(A) ne contient aucune representation de 
dimension 1. De plus, dire dans ce cas que -P(A) contient une equerre equivaut a dire que A 
est de la forme D(a, b) pour certains a, b > 0. 

Proposition 6. Soit n > 7. Si (HR n _i) est vraie, on a A G E n => rg(gA) > dl "^ A ) 
AeF n ^rg(g A )>^. 

Demonstration. Si P(A) contient une equerre, alors A est de la forme D(a, b) pour certains 
a, 6 > 0. On en deduit la conclusion d'apres la proposition ^ si a ou b est nul, et d'apres le 
lemme fT71 sinon. On peut done supposer que P(A) C E n U F n . 
On a rg(g A ) > rg(f) A ) et, d'apres (HR n _i), on a 

— I sI(m) J © MP(M) 
\^ePE(A)/~ / \MeP F (A) 

Supposons d'abord A G P n . D'apres le lemme 0J-3), pour fi G Pe(A) on a /u' g" Pe(A) 
done Pe(A)/ ~ s'identifie a Pe(A). On deduit alors de la decomposition precedente le rang 
de f)A en fonction de (5(A) = #P(A) et de dim(A), qui vaut X^eP(A) dim(/i) d'apres la regie 
de Young. En effet, d'apres le Iemme0j4), on a #Pp(A) < 1. Comme rg(sl(//)) = dim(/x) — 1 
et rg(o3p(//)) = dl ™^ M ^ , on obtient immediatement 

1. Si Pp(A) = 0, alors P E (\) = P(A) et rg(rj A ) = dim(A) - 5(A). 

2. Si P F (A) = { M0 }, alors rg(J) A ) = dim(A) - - 5(A) + 1. 

Dans chacun de ces deux cas, verifions rg(f) A ) > dl ™( A ) . Dans le premier cas cela signifie 

dim(A) — 5(A) > dl ™( A ) 44> dim(A) > 25(A), ce qui est vrai d'apres le lemme El puisque 

A G E n implique dim(A) ^ 1. Dans le deuxieme, rg(Fj A ) > d ^si gnifie dim(A) — dim(^o) > 
2(5(A) — 1). Or, comme A n'est pas une equerre, tout fi G P(A) verifie dim(/x) > 1, et done 
dim(p) > n — 2 > 4 d'apres le lemme |S1 Or 

dim(A) - dim(/i ) = ^ dim(/x) > 4#P B (A) = 4(5(A) - 1) 

^GPb(A) 
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d'oii dim(A) - dim(/x ) > 4(5(A) - 1) > 2(5(A) - 1), ce qui conclut. 

Supposons ensuite A G F n . D'apres le lemme EH on a // G P(A) des que /i G -P(A), done 
#(Pe(A)/ ~) = #P s (A)/2 et 

^ dim(/i) = - dim (M) = 2 dim ( A ) - g X] dim (^) 

Puisque #Pp(A) < 1, on a comme precedemment deux cas. On obtient immediatement 

1. Si Pir(A) = 0, alors #(P £ (A)/ ~) = 5(A)/2 et rg(f) A ) = (dim(A) - 5(A))/2. 

2. Si P F (A) = {/i }, alors #(P B (A)/ ~) = (5(A) - l)/2 et rg(J> A ) = (dim(A) - 5(A) + l)/2. 

Dans chacun de ces deux cas, verifions rg(f) A ) > din ^( A ) . Dans le premier cas cela signifie 
dim(A) > 25(A), ce qui est vrai d'apres le lemme|ni Dans le deuxieme cas cela signifie dim(A) > 
25(A) — 2, ce qui est a fortiori vrai pour la meme raison et conclut la preuve. 

□ 

Pour en deduire les Q\ nous aurons encore besoin du lemme suivant. Remarquons d'abord 
que, d'apres la regie de Young, si \i C A alors M s'injecte dans Q\ comme sous-algebre de Lie. 

Lemme 18. Pour n > 7 et A h n, on a rg(g^) > 4. Si A G F n , on a de plus Tg{Q\) > 8. 

Demonstration. Si A est une equerre, alors rg(g^) = n — 2 > 5 d'apres la proposition 0J Si 
A G E n et n > 7, on ne peut avoir Ai < 3 et X[ < 3, car sinon n = A1 + A2 < 4. Comme Q\ ~ q' x 
on peut done supposer Ai > 3. Alors A2 > 2 car sinon A serait une equerre. Ainsi [3, 2] C A et 
Q\ contient 3(3,2] qui est de rang 4 par surjectivite de 05 (proposition |SJ) done rg(g^) > 4. Si 
enfin A G F n , on a done egalement X[ = Ai > 3, et A2 > 2 puisque A n'est pas une equerre, 
ainsi Q\ contient 0(3,2,1] qui est de rang 8 par surjectivite de 4>q d'ou rg(0 A ) > 8. □ 

Proposition 7. Soit n > 7. Si (HR n _i) est vraie, alors A G E n q\ = sl(X) et X G F n =^ 
0A = osp(A). 

Demonstration. Les ideaux simples de Palgebre de Lie semi-simple \]\ sont de la forme sl(/x), 
05p(/i) pour [A y X et fi G P n -i U P n -i, ou bien isomorphe a sl(a) ~ sl n _2(C). 

Dans les deux premiers cas, d'apres la regie de Young, la restriction de A a cet ideal simple 
comporte toujours la representation standard de sl(fi) ou osp(/u) avec multiplicite 1. 

Dans le deuxieme cas, e'est-a-dire si A est de la forme D(o, b), la restriction a l'ideal 
simple sl(a) est somme de la puissance alternee r-ieme de sa representation standard, pour 
[n—l—r, l r ] = [a+2, l b+1 ] f D(a, 6), et de copies de la representation triviale. Cette puissance 
alternee etant non triviale, puisque r = b + 1 > 1, elle intervient bien avec multiplicite 1. 

Le lemme El et la remarque qui le suit permettent de deduire de la proposition que Q\ 
est une algebre de Lie simple. Si A G E n , le fait que rg(g^) > dim(A)/2 permet de deduire 
du lemme El que 0a = sl(A). Si A G F n , on a rg(0^) > 8 d'apres le lemme fTRI Comme 
r g(0A) > dim(A)/4 d'apres la proposition El on deduit du lemme ITU que 0^ est Pensemble des 
elements de st(A) qui laissent invariant un certain sous-espace, de dimension 1, de A* (8> A*. 
Or cet espace contient les osp(A)-invariants de A* (8) A* puisque 0a C osp(A), qui forment 
egalement un sous-espace de dimension 1. On en deduit 0a = osp(A). □ 
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6.6 Ideaux simples de g' n 

Soit r G N, et A h r. On note g A l'ideal de Q' r associe a la representation p\ : g' n — > g^, 
c'est-a-dire l'orthogonal du noyau de vis-a-vis de la forme de Killing de l'algebre de Lie 
semi-simple g^.. Par definition, p\ induit un isomorphisme d'algebres de Lie entre g A et g,\. 

Les factorisations de la section 5 impliquent que g A = g A , et que g A = g a ~ sl n _i(C) si A 
est une equerre. En tant qu'algebre de Lie semi-simple, g' r est produit de ses ideaux simples. 

Considerons la propriete 

(IS r ) Si A, fj, h r sont tels que {A, fx} D (E r U F r ) / 0, alors g A = g M ^ fj, G {A, A'} 

Le lemme suivant est immediat. 

Lemme 19. Si cj) r est surjectif, les ideaux simples de g' r sont g a et les g A pour A G E r U F r , 
et (IS r ) est verifiee. 

II admet une reciproque partielle 

Lemme 20. Sous (HR n _i), si (IS n ) est verifiee, alors <j) n est surjectif. 

Demonstration. Comme g' n est semi-simple, elle est produit de ses ideaux simples. D'apres la 
proposition[3 pour tout A G E n L\F n , g A ~ gA est simple. L'hypothese (IS n ) dit alors que Ton 
ne peut avoir g A = g M que si A et [i sont des equerres, ou bien si fi G {A, A'}. Ainsi, 

on ^ 9° >< n A x n s\ 

c'est-a-dire que g' n contient une algebre de Lie qui, d'apres la proposition[7J a meme dimension 
que Pensemble d'arrivee de <f> n , done 4> n est surjectif. □ 

6.7 Conclusion de la demonstration 

Remarquons d'abord que, d'apres le lemme UHlet si n > 7, un ideal simple g A ne peut etre 
simultanement de type A r ,B r , C r ou D r , puisque ces types sont deux-a-deux non isomorphes 
pour r > 4. 

Supposant (HR n _i) il s'agit maintenant, d'apres le lemme 12(11 de montrer que la propriete 
(IS) n est verifiee, c'est-a-dire que, si A, fi h n ne sont pas toutes deux des equerres et g A = g M , 
alors fi G {A, A'}. Soient done deux tels A, \x. 

Si A ou n est une equerre, on peut done supposer que seul A E n UF n . Ainsi g A = g a est de 
type A n _2, done ne peut etre isomorphe a une algebre de Lie orthogonale ou symplectique. On 
en deduit \i G E n , et ainsi g M est de type Aiim(^)-i- Alors g A = g M implique n — 2 = dim \i — 1 
soit dim/x = n — 1, ce qui est impossible d'apres le lemme |H] puisque \x G E n . 

On suppose desormais A, (jl G E n U F n . D'apres la remarque precedente on a alors, soit 
A, fj, G E n , soit A, fi G F n . Les representations A, A',^,/x' de g' n se factorisent dans tous les cas 
par un meme ideal simple a = g A = g M de g^. 

Si A, G E n , alors l'ideal simple a est de type A^-i, avec = dim(A) = dim(/i). On a 
N > 5 d'apres le lemme IT8l Si \x {A, A'}, ce qui est equivalent a // {A, A'}, alors A, A',// 
seraient trois representations irreductibles de a de dimension N, deux-a-deux non isomorphes 
d'apres la proposition [2j C'est exclu car une algebre de Lie simple de type Ajv-i n'admet a 
isomorphisme pres que deux representations irreductibles de dimension N, pour tout > 3. 

Si A, fj, G F n , alors a est de type B r , C r ou D r pour r = N/2, avec = dim(A) = dim(/x), 
d'apres la proposition [3 De plus r > 8 d'apres le lemme 1181 Or, pour r > 5 les algebres 
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de Lie simples de type B r , C r ou D r n'admettent a isomorphisme pres qu'une representation 
irreductible de dimension 2r. Ainsi A et \x sont isomorphes en tant que representations de g' n , 
done de & n d'apres la proposition soit A = /i. Ceci conclut la demonstration du theoreme 
A. 

7 Enveloppes algebriques 

7.1 Rappels et complements sur les groupes algebriques 

Soient K un corps de caracteristique et G un sous-groupe de GLn(K). On note G et 
on appelle enveloppe algebrique de G le plus petit sous-groupe algebrique de GL^(K) qui 
contient G. Si H est un sous-groupe (distingue) de G, alors H est un sous-groupe (distingue) 
de G. _ 

Le groupe G est Padherence de G dans GL^{K) pour la topologie de Zariski. En parti- 
culier, il existe des fonctions polynomiales oq, . . . ,a r sur K N qui definissent G, e'est-a-dire 
telles que 

G = {m£GL N {K) | ax{m) = . . . = a r (m) = 0} 

Si K est le corps des fractions d'un anneau A, on peut de plus supposer que a\, . . . ,a r sont 
a coefficients dans A. 

Le groupe algebrique G definit un foncteur A — > G(A) des iT-algebres commutatives a 
unite vers les groupes. On appelle .A-point de G un element de G{A). On note LieG Palgebre 
de Lie de G. II s'agit d'une if-sous-algebre de Lie de qI n (K), qui peut etre definie en car- 
acteristique par la theorie de l'exponentiation formelle de Chevalley telle qu'etablie dans 

jnMH §12 

LieG = {x£ Ql N (K) | exp{ux) £ G(K[[u}})} 

Soit k un corps, prenons A = k[[/i]] l'anneau des series formelles correspondant et K = 
k((/i)) son corps de fractions. En plus des raisonnement precedents, on a dans ce cadre le 
resultat suivant : 

Lemme 21. Soit G un sous-groupe de GL^{K), et X = exp(hx) £ G avec x £ gl N (A). Alors 
x £ LieG. 

Demonstration. II s'agit de montrer que exp(u/ix) £ G(K[[u]}), puisque hx £ LieG si et 
seulement si x £ LieG. Notons a\,...,a r une famille de fonctions polynomiales definissant G, 
que l'on choisit a coefficients dans A. Alors on montre facilement que Qi(u) = aj(exp(u/ix)) £ 
Mat(L) avec L = (h[u])[[h]\, e'est-a-dire Qi(u) = Y^JLohji^h avec bij £ h[u]. En particulier, 
exp(u/ix) £ G(K[[u]]) si et seulement si bij = pour tout 1 < i < r et j £ N. Or, si X £ G, 
on a X n £ G C G pour tout n £ Z, e'est-a-dire &i,j(n) = pour tout n £ Z, ce qui implique 
h,j = par Zariski-densite de % dans tout corps k de caracteristique 0. □ 

Autrement dit, on a 

LieG D {x £ Ql N (A) \ exp(hx) £ G} 

Nous rappelons egalement sous forme de lemme le resultat suivant de la theorie elementaire 
des groupes algebriques 

Lemme 22. Soient H et G deux sous-groupes algebriques de GL^(K). Si G est irreductible, 
H C G et LieH = LieG, alors H = G. 
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Demonstration. Soit Hq la composante connexe de H. C'est un sous-groupe algebrique irre- 
ductible d'indice fini de H. On a done Liei^o = Lie-ff et Lie-ffo = LieG par hypothese. Comme 
Hq C G et que Hq et G sont irreductibles, on en deduit Hq = G (cf. [flKsT] . thm. 8 cor. 1), 
done if = G. □ 

7.2 Preliminaires sur les groupes orthogonaux et symplectiques 

7.2.1 Notations 

Soit k un corps de caracteristique nulle, et n = 2p > 2 un entier positif pair. On munit 
k n de son produit scalaire standard < , >. On introduit les matrices de GL n (k) suivantes, 
definies par blocs de taille p x p : 

et Ton note egalement if G GL n (k) la matrice diagonale dont le premier coeffcient vaut — 1 
et les suivants 1. Outre SL n (k), un autre sous-groupe de GL n (k) important pour nous est 

SL n (k) = {A G GL n (k) | detA = ±1} 
dont SL n (k) est un sous-groupe d'indice 2. 

7.2.2 Cas orthogonal 

Soit ( | ) la forme bilineaire symetrique definie sur k n par (x\y) =< Dqx\u >. Pour tout 
A G GL n (k), on note A* son adjoint par rapport a cette forme. Cela nous permet d'introduire 
les groupes 

O p , p (k) = {A G GLMIA- 1 = A*} O p , p (k) = {A G GL^k)^" 1 = ±A*} 

On a un morphisme 93 : P)P (k) — ► {±1} defini par <p(A) = u si = uA*, qui est surjectif 
car J G PjP (k) et <p(J) = — 1. On en deduit une suite exacte scindee 

1 PlP (k) PiP (k) {±1} 1 

Le groupe special orthogonal est defini par S0 PiP (k) = {yl G PiP (k) | det(A) = 1}. 
L'application 99 x det induit alors une suite 

1 - SO PtP (k) -> O p , p (k) - {±1} 2 - 1 

qui est exacte et scindee pour tout p > 1. En effet, on verifie facilement 

f det(J) = (-l)f f det(il) = -1 f det(JiT) = (-l)f +1 
I ¥>(J) = -1 I = 1 I V(JH) = -1 

A chacun des trois sous-groupes propres de {±1} 2 sont ainsi associes trois sous-groupes 
(distingues) d'indice deux de PiP (k) qui contiennent SO PtP (k). Ce sont 

SO*, p (k) = SL n (k) n O p , p (k) 
SO (k) = PiP (k^ 

SO PiP (k) = {AG SL n (k)\A- 1 =det{A)A*} 
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Par convention, on notera ici 

SO p>p (k) = SO (k) si p est pair, 
SO PiP (k) = SO pp (k) si p est impair. 

7.2.3 Cas symplectique 

On considere la forme bilineaire antisymetrique non degeneree definie sur k n par (x\y) =< 
D s x,y >. On note encore A* l'adoint de A par rapport a ( | ) et on definit les groupes 

Sp n (k) = {A g GL n (k) | A" 1 = A*} 
Sp n (k) = {A G GL n (k) | A- 1 = ±A*} 

On a Sp n (k) C SL n (k), Sp n (k) C SL„(k) et Sp n (k) ^ Sp n (k) parce que J G Sp n (k)\Sp„(k). 
On a ainsi une suite exacte scindee 

1 -► Sp n (k) -» Sp n (k) — >< J > 

8 Groupes de tresses et algebres de Hecke 

Dans ce qui suit, on fixe un corps k de caracteristique nulle. L'objet de cette section est 
de rappeler des proprietes des groupes de tresses et leur relation avec l'algebre de Hecke de 
type A. Notamment, on 

8.1 Groupes de tresses 

Pour tout n > 2, on note B n le groupe de tresses a n brins, defini par generateurs 
(7i, ... , cr n -i et relations 

cijCJj = OjOi pour \% — j\ > 2, et o"jO"j + icri = Oi+xOiOi+x pour 1 < i < n — 2. 

Une consequence immediate de ces relations est que les elements cr, pour 1 < % < n — 1, 
appeles generateurs d'Artin, sont conjugues entre eux. Pour les autres resultats classiques 
concernant ce groupe, que nous ne faisons que rappeler, on pourra se reporter a |A47j . Le 
morphisme surjectif B n — ► S n defini par Oi i— > s, = (i i + 1) admet pour noyau le groupe de 
tresses pures, note P n , qui est engendre par les elements pour 1 < i < j < n, definis par 

Cij = CJj-X ■ ■ ■ Vi+icrjcFi+x ■ ■ ■ crj\. 

A ce groupe est associee une k-algebre de Lie, dite des tresses infinitesimales pures, definie 
par generateurs tij, 1 < i, j < n, et relations 

tij — ijj, ta — 0, 

[Uj, hi] = si #{i,j,k,l} = 4, 

[tij,tik + tkj] = pour tous i, j, k 

Elle est graduee, ainsi que son algebre enveloppante universelle UT n par deg(ty) = 1. On 
note T n et \}T n les completions de ces algebres par rapport a leurs graduations respectives, 
exp7^ C \}T n le groupe pro-algebrique associe a T n . 
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Cette algebre de Lie, son algebre enveloppante et leurs completions respectives sont de plus 
naturellement munies d'une action par automorphismes naturelle de & n , par s.ijj = t s (i),s(j) 
pour tout s € & n . Cela permet d'introduire une k-algebre de Hopf completee k6 n x DT n , 
dans laquelle on peut construire le groupe S n x expT^. Dans |Dr90j . V. Drinfel'd a defini des 
morphismes injectifs : B n — * 6 n ix expT^ tels que = exp(tj j j + i)$r pour tout 

I < i < n — 1, avec $j € exp7^ et $1 = 1. On fixe un tel morphisme. 

On verifie facilement $(P„) C exp7^, et = exp^jj avec E 2tjj + [7^,7^]. Un 

sous-groupe distingue remarquable de P n est le sous-groupe F n engendre par les elements 
£i,n> • • • >£n-i,n- C'est un groupe libre en ces n — 1 generateurs. Parallelement, il est facile de 
verifier que la sous-algebre de Lie T n de T n engendree par les elements ti^ n , . . . , i n -i,n est libre 
en ces generateurs et est un ideal de T n . II s'ensuit que $(F n ) C expj^,. 

Un dernier sous-groupe qui intervient ici est le sous-groupe des tresses paires. C'est le 
noyau de la composition du morphisme naturel it : B n — > & n et de la signature S n — ► {±1}, 
c'est-a-dire 7r~ 1 (2t n ) ou 2l n designe le groupe alterne sur n lettres. On a evidemment les 
inclusions 

F„ C P„ C C B n 

8.2 Algebres de Hecke 

Pour tout n > 3, on definit habituellement l'algebre de Hecke de type j4 n -i> <l ue l'on 
note H n (q), sur un corps K de caracteristique nulle, dans lequel on a choisit un element q 
transcendant sur le corps premier. C'est une iT-algebre definie par generateurs S\, . . . ,s n -\ 
et relations 

SiSj = SjSi pour \i — j\ > 2 

SA+iSi = s i+ iSiSi + i pour 1 < % < n - 2 
(Si — q)(si + q' 1 ) = pour 1 < i < n — 1 

II est clair que H n (q) est un quotient de l'algebre de groupe K~B n de B n sur K : plus 
precisement, c'est le quotient de KYi n par Pideal bilatere engendre par les elements (cr, — 
q)(o'i + Q 1 )- Comme les generateurs d'Artin sont conjugues entre eux, cet ideal est engendre 
par un seul element, par exemple (a\ — q)(ai + q^ 1 )- 

Ainsi, toute representation de H n {q) sur K s'etend en une representation de K~B n et 
reciproquement toute representation de K~B n dans laquelle l'element (a± — q)(cri + q^ 1 ) agit 
trivialement se factorise par H n {q). 

A isomorphisme pres, H n (q) ne depend pas de l'element transcendant q que Ton a choisi, 
et peut etre definie sur k(g) ; le choix du corps K est done de peu d'importance. Pour nos 
besoins, il sera commode de prendre pour K le corps des series de Laurent en une 

indeterminee sur k, et q = e h . 

Unresultat de Tits (|B ourj ch. 4 ex. 26 et ex. 27) montre de plus que H n (q) est de dimension 
finie et isomorphe a l'algebre de groupe K& n . On peut obtenir un tel isomorphisme a l'aide 
du morphisme choisi precedemment. 

En effet, notant A = k[[/i]] l'anneau des series formelles en une indeterminee sur k, 
on verifie facilement que l'application tij — > h(i j) s'etend naturellement en un morphisme 
d'algebres de Lie surjectif de T n vers Q n — Q n ® ^4, done de l'algebre enveloppante UT^ vers 
l'algebre de groupe A6 n de & n sur l'anneau A = k[[/tj] des series formelles. Ce morphisme 
etant continu pour la topologie /i-adique respectivement a la graduation de U7^, il s'etend 
a UT n . Comme ce morphisme est 6 n -equivariant, $ permet d'en deduire un morphisme 
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AB n — > j4S n , dont la reduction a /i = est surjective. On en deduit un morphisme surjectif 
K~B n — > K& n . L'image de u\ est alors X = s\ exp(/isi). De = 1 on deduit 

/, \ g + 'T 1 . g-g' 1 

exp(/isi) = 1 si 

et finalement (X — q)(X + q^ 1 ) = 0. On en deduit un morphisme surjectif explicite H n (q) — ► 
K& n , qui est un isomorphisme par egalite des dimensions, et pour lequel l'image de Si est 
si exp(/isi). 

Pour etudier l'image du groupe de tresses dans H n (q) il suffit done d'etudier l'image de 
B n par : i^B n — » -STS^ obtenu par composition du morphisme precedent avec la projection 
naturelle KB„ — > H n (q). Puisque $(P n ) C exp7^, on sait d'ores et deja que ^3(P n ) C expg,^. 

8.3 Representations de l'algebre de Hecke 

A toute representation p : & n — > GL(V), ou V est un espace vectoriel de dimension finie 
sur k, on peut associer par extension des scalaires une representation encore notee p de K& n 
sur V h = V ® K. 

On en deduit une representation R = po<p de B n sur V ft telle que, si l'on note x = p(s\), 
alors R(<Ji) = xe hx . En particulier, det(i?(<7j)) = det(x) exp(/itr(x)) pour tout 1 < % < n — 1 
puisque les generateurs d'Artin sont conjugues entre eux. 

Considerons le cas ou p est une representation irreductible, associee a une partition A de 
n. Alors tr(x) = 7(A), valeur du caractere associe a A sur la classe de conjugaison de & n 
formee des transpositions. Comme x 2 = 1, la valeur r](\) = det(x) appartient a {±1}- 

Les valeurs dim(A), 7(A) et 77(A) sont reliees entre elles. En effet, si l'on note a± la 
multiplicite avec laquelle ±1 intervient dans le spectre de x, on a dim(A) = a+ + a_ et 
7(A) = a + — a_, done 

dim(A)-7(A) 

77(A) = (-ir- = (-1) ( s 

Si A = A', les tableaux standards de forme A et les formes bilineaires definies en section 
4.2 permettent d'identifier X h a K N pour N = dim(A), muni de l'une des formes bilineaires 
etudiee en 7.2. Si cette forme est symerique, on note 

OSP(X h ) = SOn n (K) 6sP(X h ) = SOn n (K) 

2 ' 2 2 • 2 

et si elle est antisymetrique, 

OSP(X h ) = Sp N {K) OSP(X h ) = Sp N (K). 

On rappelle que dans ces deux cas on a une suite exacte scindee 

1 -> OSP(X h ) -» OSP(X h ) -> {±1} -> 1 

Le tableau presume les proprietes que verifient, dans ces cas particuliers, l'image de B n . Leur 
demonstration est l'objet des alineas qui suivent. 

8.3.1 Cas 7(A) = 0. 

Si 7(A) = 0, alors det R(<Ji) = 77(A) pour tout 1 < % < n— 1, done R{(Tj) € SL(X h ) et done 
R(B n ) C SL(X h ). En revanche, si 77(A) = -1, alors Rfc) G SL(X h ) \ SL(X h ). 
Dans tous les cas, detp(a) = 1 pour tout a G 2t n , done R(B 2 n ) C SL(X h ). 
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7 (A) = 


77(A) = 1 


R(B n ) c SL(X h ) 


R(Bl) c SL(X^) 


77(A) = -1 


R(B n ) C SL{X h ) et R(B n ) £ SL(X h ) 


A = A' 


R(B n ) C OSP{X h ) et R(B n ) £ OSP(X h ) 


R(Bl) c OSP(X h ) 



Tab. 1 - Inclusions remarquables. 



8.3.2 Cas A = A'. 

Si A = A', alors 7(A) = 0. Cette situation est done un cas particulier du paragraphe 
precedent. De plus dim(A) est pair et, posant dim(A) = 2p, on a done 77(A) = (— l) p . Puisque 
Ton a — p(si)* = p(si) = ^(si) -1 , cela implique par la definition choisie de OSP(X h ) que 
p(si) G OSP(X h ) \ OSP(X h ). Comme d'autre part p(g n ) C osp(A), on en deduit que R{(Ji) G 
OSP(X h ) \OSP(X h ). 

Enfin, pour tout a G 2l n , on a detp(a) = 1 et, chaque permutation paire etant produit d'un 
nombre pair de transpositions consecutives, de —p(si)* = p(si)~ 1 on deduit p(a)* = p(a)~ x . 
II s'ensuit que R(B 2 n ) C OSP{X h ). 

8.4 Enveloppe algebrique dans les representations irreductibles 

L'objet de cette section est, notant R\ la representation de B n deduite comme precedem- 
ment d'une partition propre A de n, de determiner l'enveloppe algebrique des images de B n 
et de ses sous-groupes remarquables par R\. Rappelons que R\ s'identifie a la representation 
de H n {q) associee a A. 

Theoreme B. Soit n > 3. Pour toute partition propre X h n, les enveloppes algebriques 
de R\(F n ), R\(P n ) et Rx(B^) sont egales a un meme groupe algebrique connexe G\, dont 
I'algebre de Lie est Vimage de Q n dans 01(A), tensorisee par K . Suivant les valeurs de X, G\ 
et l'enveloppe algebrique G\ de R\(B n ) valent 





7(A) 


77(A) 


G x 




Exemple de tels X 


A / A' 






GL 


;A ft ) 


[3,2] 







1 


5L(A ft ) 


[6,3,2,2,2] 






-1 


SL(X h ) 


SL(X h ) 


[9,3,3,3,3,1,1,1] 


A = A' 






OSP(X h ) 


bsp{x h ) 


[2,2] 



Demonstration. On suppose d'abord 7(A) / 0. Cela implique A G E n , done gx = S K^) d'apres 
le theoreme A. D'autre part Paction de T n est un scalaire non nul d'apres le lemme lTOl Comme 
Qx = on en deduit que l'image de g n dans gl(A) est egale a flt(A). D'apres le lemme l2*T1 
on en deduit Liei?(P n ) D gl(A h ) done R(P n ) = GL(X h ) d'apres le lemme E2 

On suppose desormais 7(A) = 0. Alors l'image de Q n dans fll(A) est Qx- Deux cas se 
presentent. 

Si A G E n , alors g x = Sl(X), done Liei?(P n ) D sl{X h ). Or R(P n ) C ^(B^) c SL(X h ) 
done R(P n ) = R(Bl) = SL(X h ). Si 77(A) = -l^alors R(B n ) c SL{X h ) et R(B n ) £ SL(X h ), 
done SL(X h ) C R(B n ) C SL(X h ) et R(B n ) = SL(X h ) parce que SL(X h ) est d'indice 2 dans 
SL(X h ). Si 77(A) = -1, on a R(B n ) C SL(X h ) done R(B n ) = SL{X h ). 
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Si A G F n , alors g A = osp(A), done Liei?(P n ) D osp{\ h ). Or R{B 2 n ) C OSP(X h ) done 
R(P n ) = OSP{X h ). Puisque R(B n ) C OSP{X^) mais fl(B n ) £ OSP(X h ), on en deduit 
OSP(X h ) C i?(B n ) C OSP{X h ) et fl(B n ) = OSP(X h ). 

Dans tous les cas, les enveloppes algebriques de i?(P n ) et ii(B^) sont done egales, et sont 
des groupes connexes dont l'algebre de Lie est l'image de g n dans fll(A), tensorisee par K. 
Comme Q n est engendree par les transpositions consecutives et R(F n ) C R(P n ) on en deduit 



9 Enveloppe algebrique dans H n (q) 

Dans cette section, nous decrivons l'enveloppe algebrique de l'image du groupe de tresses et 
de ses sous-groupes remarquables dans l'algebre de Hecke. Plus precisement nous decrivons, 
ce qui est equivalent, l'enveloppe algebrique de l'image de ces groupes par le morphisme 



on identifiera un element x G (K& n ) x a la collection correspondante (x\) pour A h n, avec 
x x G GL(X h ). Nous commengons par decrire un sous-groupe algebrique de (K& n ) x . 

Pour ce faire, on munit comme en 5.1 chaque A d'un produit scalaire S n -invariant, que l'on 
etend en une produit scalaire de X h . Un tel produit scalaire n'est bien defini qu'a multiplication 
par un scalaire pres, en revanche l'adjoint d'un element x\ G GL(X h ) est ne depend pas 
du produit scalaire choisi. 

On definit = {X G E n \X < A'} et E~ = E n \ E+ . On introduit alors pour tout 
A G les morphismes de k-espaces vectoriels A' — > A definis en 5.1, que l'on etend en des 
isomorphismes de iT-espaces vectoriels de (X') h vers X h . 

On rappelle d'autre part que, en tant qu'espace vectoriel et S n -module, a r s'identifie a 
la puissance exterieure A r a. On en deduit un morphisme A r : GL(a h ) —>■ GL{K r a h ) = a%, 
defini par A r y = y A . . . A y. 

Definition 3. Pour tout n > 3, on note G n {q) I 'ensemble des (x\) G (K& n ) x qui verifient 

1. P\x^ = xfP\ pour tout X G . 

2. x x G OSP(X h ) pour tout X G F n . 

3. &et(x\) = pour tout Ah n. 

4- xT~, x ar = A r x a pour tout r G [l,n]. 

Pour etudier en particulier les representations correspondant aux equerres, nous aurons be- 
soin d'un enonce plus precis que le lemme lT2l On introduit, pour tout a G k, la representation 
ip a de dimension 1 de l'algebre de Hopf kS n >< DT n definie par 



R(F n ) = R(P n ) = R(Bl). 



□ 




(K6 n r ^]jGL(X h ) 



tpa{Uj) = a pour 1 < i < j < n 
tfj a (s) = 1 pour s G & n 



On remarque que ip a = ipf a si a G N, et ipi = p\ n y La demonstration du lemme H2l montre en 
fait le resultat suivant 
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Lemme 23. En tant que representation de h& n x (JT n , on a A r a = a r ® Vv-i- 
Notant Vl/ = ip a o <p, on en deduit immediatement que, pour tout g G B n , 

RAr a (g) = R ar (g)^r-i(g) = R a M^i{a) r ~ l = R ar (g)R[n](gY" 1 

Lemme 24. <p(F n ) C <P(P n ) C qj(B£) c G n (q). 

Demonstration. II suffit de montrer ^S(B^) C G n (q). Pour tout A h n, notons p\ et R\ les 
representations de n et B n associees. On a evidemment ty(x) = (R\(x)) pour tout x G B n . 

La premiere equation decoule de ce que, notant ^3(3>i) = exp((/?j) pour un certain tpi G g^, 
et $i jAt = exp(p M ((^j)) on a, pour tous i G [1, n — 1] et p, h n, 

i^fo) = Qi^p^Si) exp(/ip (U (s i ))$ri 

Or, d'apres la section 5.1, pour tout u G g n , done pour tout u G 0^, on a P\p\>(u)P7 = 
—p\{u)# . D'autre part, pour toute transposition s de & n on a P\py(s)P^ 1 = —p\(s) done, 
pour tout g G 2l n , on a P x py(g)P^ 1 = p\{g). 
En particulier, pour A G E+, 

((^a)" 1 )* = exp(- PA (^)) = eMPxPx'i^Px 1 ) = Px^i,X'P\^ 
done (R\(ai)~ 1 )^ : = —PxRy^a^P^ 1 . On en deduit que, pour tout g G B^, 

flA'(fl)- 1 =P x 7 1 R x (g)*Px 

e'est-a-dire que ^J(B^) verifie la premiere equation de definition de G n (q). 

Le fait que i? A (B^) C OSP(X h ) pour tout A tel que A = A', done en particulier pour tout 
A G F n , a deja ete demontre. 

Soit maintenant g G B\. On a ty(g) = n(g) exp(i) avec ir(g) G 25 n et t G 0^. Le centre de 
0^ est de dimension 1, engendre par 

f = ^—T n = ^— Y, 

n — 1 n — 1 

l<i<j'<?i 

D'apres le lemme IT0| on a tvpx(T) = 7(A) et en particulier trpr n i(T) = 1. Comme q\ est 
reductive, il existe m G K et i' G [fl**, g^] tels que t = mT+t' . En particulier, R^(g) = exp(m). 
De plus detpx(%l n ) = done 

deti? A ( 5 ) = exp(mtrp A (T)) = exp(m 7 (A)) = i? [n] ( 5 ) 7(A) 

pour tout g G B^. Enfin, la derniere equation est une traduction immediate du fait que 
RA-a(g) = Ra r {g)R[n]{gY~ l P°ur tout g G B^. □ 

Lemme 25. G n (q) est un sous-groupe algebrique cotiti6X6 d>6 {K&yi}*' 1 d'algGbre dc Lie £n§§ 
K~ Q h n . 

Demonstration. Comme les equations qui le definissent sont polynomiales, G n (q) est ferine 
dans (K6 n ) x , qui est d'evidence un groupe algebrique connexe. II est immediat qu'il s'agit 
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d'un sous-groupe de (K& n ) x , done d'un sous-groupe algebrique de (K& n ) x . On introduit le 
groupe algebrique 

Gn{q) = I n SL ^ I X ( II OSP(X h ) I >< SL (<x k ) x K x 

Ce groupe est connexe, d'algebre de Lie C n (g> K. On a un morphisme naturel G n (q) — > G n (q) 
de groupes algebriques, donne par 



avec 



((y^)x&E+^ Z ^^F n ,W,U^j (x A ) 



2/A si A G E+ 

z A si A e F n 



et x ar = (A r u;)?i 1 r . II est clair que cette application est un isomorphisme de groupes 
algebriques, dont la reciproque est simplement donnee par 

(x x ) ■-> ((x A ) Aei; +,(xA)AeF„,2; a ,x [n ]) 

d'ou Ton deduit que G n (q) est connexe d'algebre de Lie C n <3 K. □ 

Theoreme C. Pour tout n > 3, Zes images des sous- groupes F n? P n et B^ (iii groupe de 
tresses B n dans H n (q) ont meme enveloppe algebrique G n (q). Ce groupe algebrique est con- 
nexe, d'algebre de Lie et est d'indice 2 dans V enveloppe algebrique de I'image de B„. 



Demonstration. D'apres les deux lemmes precedents, l'adherence Zariski ^}3(F„) de ^}3(F n ) est 
un sous-groupe algebrique du groupe algebrique connexe G n (q). On a d'autre part 



g h n C Lie*p(F n ) C UeG n (q) = C n ® K. 



En effet, ^P(F n ) C G n (q) d'apres le lemme 12*11 et Lie < p(F n ) contient I'image de T n par le 
morphisme naturel T n — » g n , tensorisee par K. Comme, d'apres le lemme ^ cette image est 
g n , on a bien g^ C Lie^(F n ). Enfin, LieG n (g) = £ n <S) K decoule du lemme 1231 

On a done Lie*P(F n ) = LieG n (g) puisque ~ C n ® K d'apres le theoreme A. On deduit 
alors du lemme 12*2*1 et de la connexite de G n (q) que ^3(F n ) = G n (q), done ^3(F n ) = <p(P n ) = 
^P(B^) = G n (q) d'apres le lemme E 



On a B n = B^ U ctiB^, et ty(o~{) *P(B^) car pour tout n > 3 il existe Xq h n tel que 
Ao = Aq. En effet, si n = 2p + 1 est impair on peut choisir Ao = [p + l,p] et si n = 2p est 
pair avec p > 2 on peut choisir Ao = \p, 2,p — 2]. On en deduit R\ (ai) OSP(X h ) d'apres le 
tableau^ alors que i? Ao (B^), projection de *P(B^) sur GL(Xq), est incluse dans OSP(X h ). 

Introduisant le groupe algebrique G n (q) = G n (q)\J^}(ai)G n (q) on en deduit que ^}(B n ) = 
G n (q) 7^ G n (q), et que *P(B ra ) contient bien G n (q) comme sous-groupe connexe d'indice 2. □ 
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